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7. Analyticka geometrie

A. PRIMKA V ROVINE
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Definice 7.1. Pfimka v roviné je mnozina bodt o soutadnicich [z, y] dand jednim z nasledujicich zptsobii:

1)
p={[z,y) ERXR|ax+by+c=0, a,b,c € R},

kde alespon jedno z ¢isel a, b je ruzné od nuly.

2)
p={[z,y ERXR | x =ay + s1t, y = as + saot, t € R},
kde A = [ay, az] je bod, kterym piimka prochéazi a s = (s1, s2) je jeji smérovy vektor.
3)
p={[z,y) ERXR|y=ka+gq, k,g e R}
4)
p={z,y] ERxR| %+g=1},

kde p, q jsou tuseky, které primka vytina na osach x,y.

V prvnim pripadé je pfimka zadana pomoci své obecné rovnice, v druhém pomoci parametrickych rovnic,
ve tretim se jedna o smeérnicovy tvar rovnice primky a ve ¢tvrtém o usekovy tvar.

Poznamka 7.2. Vlastnosti koeficienti obecné rovnice.

. v _ss ~ . 7 7 — 7 . v . ~ 7
1) Koeficienty a, b urc¢uji souradnice normalového vektoru n = (a,b) a tim i soufadnice smérového vektoru
S = (—b,a).

2) Pokud a = 0, je pfimka rovnobézna s osou x.
3) Pokud b = 0, je pfimka rovnobézna s osou y.

4) Pokud ¢ = 0, pfimka prochdzi poc¢atkem souradné soustavy.

Poznamka 7.3. Vlastnosti smérnicového tvaru rovnice primky.

Tento tvar nezahrnuje pfimky rovnobé&zné s osou y, nebot koeficient u y neni nikdy roven 0. Navic tento
zpusob zadani odpovida zadani linearni funkce, jejimz grafem nemuze byt primka rovnobézna s osou y.
Koeficient k se nazyva smérnice primky, vice o smérnicich viz. kapitola Derivace funkce. Koeficient ¢ je
usek, ktery primka vytind na ose y.
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Véta 7.4. Vzdalenost bodu od pFimky v roviné&. Mé&jme piimku p : az+by+c = 0abod A = [ay, as],
ktery na ni nelezi. Pak vzdalenost v bodu A od pfimky p je ddna vztahem

. la-a;+b-ax+ ¢
va? + b2

Definice 7.5. Odchylkou dvou riznobéznych primek rozumime uhel, ktery je dan
a) jako ostry thel, ktery sviraji smérové vektory téchto primek,

b) jako rozdil pfimého Ghlu (7) a tupého tihlu, ktery sviraji smérové vektory téchto pfimek.

Véta 7.6. Odchylka dvou piimek. Jsou-li 5., 5; smérové vektory piimek a,b, potom pro odchylku ¢
téchto dvou primek plati

— =
_ |5a - s8]

COSY = ==
|Sal - [55]

kde - v citateli je skalarni soucin vektort.

Definice 7.7. Vzajemna poloha primek v roviné. Mé&jme pfimky p,q dané obecnymi rovnicemi
p: a1z +biy+c1 =0, g: asx+ bay + c2 = 0. Pak tyto primky mohou byt

a) rovnobézky splyvajici, jestlize existuje r € R\ {0} takové, Ze plati
a1 =ras ANby = rby A cy = res.
(jedna rovnice je ndsobkem druhé)
b) rovnobézky rizné, jestlize existuje r € R\ {0} takové, Ze plati
a1 =rag Aby =1rby Acy # rea.
(normalové resp. smérové vektory jsou linearné zavislé, ale pfimky nemaji spoleény bod)

¢) riuznobéZky kolmé, jestlize
aias + b1b2 =0.

(skalarni soucin normdlovych resp. smérovych vektort je roven 0)

d) rdznobéZky (nekolmsé), jestlize neplati ani jedna z predchozich moznosti.

B. ROVINA vV PROSTORU

Rovina v prostoru je jednozna¢né urcena:
e tfemi riznymi body, které nelezi na jedné pirimece,

e dvéma ruznobéznymi primkami, tj, pfimkami, které maji spoleény pravé jeden bod a jejichz smeérové
vektory jsou linedrné nezavislé,

e dvéma riznymi rovnobéznymi piimkami,

e bodem a primkou, kterd danym bodem neprochézi.
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Nasledujici definice obsahuje i analytické vyjadfeni roviny v prostoru.

Definice 7.8. Rovina v prostoru je mnozina bodi o soufadnicich [z,y, 2] dand jednim z nésledujicich
zpusobii:

1)
o={[z,y,2] ER® |axz + by+cz+d =0, a,b,c,d c R},

kde alespon jedno z ¢isel a, b, ¢ je rtizné od nuly.
2)
o={lz,y,2] €ER® |z =a1+s1p+71q, Yy = az + 52p + r2q, z = a3 + ssp+r3q, p,q € R},

. /. v 7 v — — . . s
kde A = [aj,a3,as3] je bod, ktery lezi v zadané roviné a s = (s1,$2,83) a 7 = (r1,7r2,73) jsou jeji
smérové vektory.

V prvnim pripadé fekneme, Ze rovina je zadanad pomoci obecné rovnice, ve druhém pomoci parametrickych
TOUNiC.

Poznamka 7.9. Z parametrickych rovnic dostaneme obecnou rovnici vyloucenim parametri, tj. s¢itdnim
vhodnych nasobkt parametrickych rovnic. Z obecné rovnice prejdeme k parametrickym snadno volbou dvou
proménnych jako parametrit (napf. y = p, z = q) a dopo¢itdnim tieti proménné.

Poznamka 7.10. Vlastnosti koeficientii obecné rovnice roviny.

. v es v . s 3 — ’ v/
1) Koeficienty a,b,c uréuji soufadnice normdlového vektoru m = (a,b,c). Pozor: narozdil od pfimky,
normélovy vektor k roving nemiize jednoznacné uréit smérovy vektor roviny, nebot rovina mé smérové
vektory dval

Pokud a = 0, je rovina rovnobézna se souradnou osou x.
Pokud b = 0, je rovina rovnobézna s osou y.

)
)
3) Pokud ¢ = 0, je rovina rovnobéznd s osou z.
) Pokud d = 0, rovina prochazi poc¢atkem souradné soustavy.
)

Pokud jsou dva koeficienty z trojice a, b, c rovny nule, je dané rovina rovnobézna se souradnou rovinou
urcenou osami s nulovymi koeficienty, tedy napfiklad je-li a = b = 0, je danéd rovina rovnobézna s
rovinou zy.

Definice 7.11. Odchylkou dvou riznobéznijch rovin rozumime uhel, ktery je dan
a) jako ostry thel, ktery sviraji norméalové vektory téchto rovin,

b) jako rozdil pfimého dGhlu (7) a tupého tihlu, ktery sviraji normalové vektory téchto rovin.

Véta 7.12. Odchylka dvou rovin. Jsou-li n_g),ﬁ,; norméalové vektory rovin o, p, potom pro odchylku ¢
téchto dvou rovin plati
g - ]
COSY = T—=—=7>
[ZARRITA

kde - v Citateli je skalarni soucin vektori.

Poznamka 7.13. Vzijemna poloha dvou rovin v prostoru je analogickd vzajemnym polohdm pfimek v
roviné.
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C. PRIMKA V PROSTORU

Definice 7.14. Piimka v prostoru je mnozina boda o soutfadnicich [z,y, z] dand jednim z néasledujicich
zpusobii:
1)
p=A{lz,y,2] €R® | z = ay + s1t, y = az + sat, z = as + sst, t € R},
kde A = [ay,az, as] je bod, ktery lezi na zadané piimce a 5 = (s1, s, 53) je jeji smérovy vektor.
2)
Yy —a Z — asg

r — ap
- ) GR?’ = - 9
p={loy 2] e R | T2 = 2 = 00

kde A = [ay, as, as] je bod, ktery lezi na zadané piimce a 5 = (s1, s2, 53) je jeji smérovy vektor.

V prvnim pripad€ se jedna o parametrické rovnice primky v prostoru, druhy pfipad se nazyva kanonicky
tvar rovnice primky.

Poznamka 7.15. Pfimku v prostoru lze zadat i jako prisec¢nici dvou riznobéznych rovin p : ajx + by +
c1z+d; =0aq: asx+ by + coz + do = 0, tj, jako FeSeni systému dvou obecnych rovnic rovin o tfech
neznamych:

p=A{lz,y,2] € R3 | a1z + b1y +c1z+di =0, asx + boy + coz+da =0, }.

Tento tvar se nékdy nazyva obecnd rovnice primky v prostoru.

Poznamka 7.16. Z kanonickych rovnic dostaneme parametrické rovnice snadno tak, Ze polozime kazdy
z vyrazi roven parametru a vypocitdme proménnou, opacné z kazdé parametrické rovnice spocitame para-
metr, vzniklé vyrazy se pak musi rovnat.

Poznamka 7.17. Odchylka dvou pfimek v prostoru je definovana a spocita se stejné jako odchylka pfimek
Vv roviné

Narozdil od rovinné situace, v prostoru mame jesté jednu moznou vzajemnou polohu dvou pfimek.

Definice 7.18. Dvé pfimky v prostoru jsou

e rovnobézné splyvajict, jestlize maji linedrné zavislé smérové vektory a nekoneéné mmnoho spolecnych
bodi,

e rovnobézne, jestlize maji linedrné zavislé smérové vektory a zadny spoleény bod,

e riuznobézné, jestlize maji linearné€ nezavislé smérové vektory a pravé jeden spolecny bod. Je-li navic
skalarni soucin smérovych vektort roven nule, jsou pfimky jimi urcené na sebe kolmeé.

o mimobézné, jestlize maji linedrné nezavislé smérové vektory a zadny spoleény bod.

D. KUZELOSECKY

1. Parabola

Definice 7.19. Parabolou nazyvime mnozinu takovych bodi [z, y] v roving, které jsou stejné vzdaleny od
pevného bodu F' (ohniska) a pevné piimky d (idici primka).
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Y
F  -.-ohnisko paraboly
nl d -+ - Fidici pfimka paraboly
V. =[m,n]---vrchol paraboly
[VF| =|VD|= g, p je parametr paraboly
0 - M  ---libovolny bod na parabole

Definice 7.20. Je-li parabola zadana rovnici

>+ Ar+By+C =0, , A, B,C € R, A#D0, je-li osa paraboly rovnob&zna s osou = nebo

22+ Az +By+C =0, , A B,C € R, B#0, je-li osa paraboly rovnobézna s osou ¥y, pak tuto rovnici
nazveme obecnou Tovnici paraboly.

Definice 7.21. Je-li ddna parabola s vrcholem V' = [m, n], pak jeji vrcholovd rovnice je déna:
(y —n)? = +£2p(x — m), je-li osa paraboly rovnobéznd s osou z;
(x —m)? = £2p(y — n), je-li osa paraboly rovnobézné s osou y.

2. KruzZnice

Y
M
r .
1 S S =][m,n]--stfed kruznice
" r  ---polomér kruznice
M  ---libovolny bod na kruznici
0 ooy x

Definice 7.22. KruzZnici nazgvame mnozinu takovych bodi v roviné o souradnicich [z,y], které jsou od
pevného bodu (stfedu) stejné vzdaleny.

Definice 7.23. Je-li kruznice zadana rovnici

2> +y? + Az + By+C =0, A, B,C cR,

pak se tato rovnice nazyva obecnd rovnice kruznice.

Definice 7.24. Stredova rovnice kruznice je tvaru

(z —m)* + (y —n)* =12,

kde S = [m,n] je st¥ed kruznice a r je jeji polomér.
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Definice 7.25. Parametrické rovnice kruznice jsou:

r = m-+rcost,

Yy = mn-+rsint,

kde bod S = [m,n] je stfed, r je polomér, z,y jsou soufadnice libovolného bodu na kruznici a ¢ € R je
parametr.

Poznamka 7.26. Parametr ¢ v parametrickych rovnicich kruznice udava thel, ktery svird tisecka SM a
kladny smér osy z, M je libovolny bod na kruznici. Pro jednoznac¢né danou kruznici je tedy 0 < ¢ < 2.

3. Elipsa

E,F ... ohniska elipsy
A S =[m,n]---stied elipsy
a,b ---hlavni a vedlejsi poloosa elipsy
b M  ---libovolny bod na elipse
3 = e =+/a?—1b? - excentricita elipsy
m

Definice 7.27. Elipsou nazyvame mnozinu takovych bod v roviné o soutadnicich [z,y], jejichz soudet
vzdélenosti od dvou pevnych bodit E, F' (ohnisek) je roven konstanté 2a je-li @ > b nebo 2b je-li b > a.

Definice 7.28. Je-li elipsa zadana rovnici
Az? + By  +Cx+Dy+E=0, A, B,C,D,E€R, A>0, B>0, A#B,

pak se tato rovnice nazyva obecnd rovnice elipsy.

Definice 7.29. Stredovd rovnice elipsy je tvaru

(x —m)?

(y—n)?* _,

+ 12 ]

a2

kde S = [m,n] je sted elipsy a a, b jsou délky jejich poloos.

Definice 7.30. Parametrické rovnice elipsy jsou:

T = m-+acost,
n + bsint,

kde bod S = [m, n] je stfed, a,b jsou délky poloos, z,y jsou soufadnice libovolného bodu na elipse a t € R
je parametr.

UM FSI VUT v Brné 33



7. Analytickd geometrie

Studijni text

4. Hyperbola

Yy
N e / E,F ... ohniska hyperboly
E A S by/B S =[m,n]---stfed hyperboly
L / A < F a,b ---hlavni a vedlejsi poloosa hyperboly
M M ---libovolny bod na hyperbole
0 ~ e =+a?+0b? - excentricita hyperboly
m

Definice 7.31. Hyperbolou nazyvidme mnozinu takovych bodu v roviné o soutadnicich [z, y], jejichz rozdil
vzdélenosti od dvou pevnych bodi E, F' (ohnisek) je v absolutni hodnoté roven konstanté 2a.

Definice 7.32. Je-li hyperbola zadana rovnici

pak se tato rovnice nazyva obecnd rovnice hyperboly.

Ar? =By  +Cx+Dy+E=0, A,B,C,D,EcR, A>0, B>0, jeli hlavni osa rovnobézna s osou z,

—Az? +By*+Cx+Dy+E=0, A B,C,D,EcR, A>0, B>0, je-li hlavni osa rovnob&na s osou y,

Definice 7.33. Stredova rovnice hyperboly je tvaru

@-m?  (y—n)
a? b2

=1, je-li hlavni osa rovnobézna s osou z,

n o g . w2
— + =1, je-li hlavni osa rovnobézna s osou vy,

kde S = [m,n] je stfed elipsy a a, b jsou délky jejich poloos.

UM FSI VUT v Brné

34



	7 Analytická geometrie

